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ПРО ОДНУ ТЕОРЕМУ ЄДИНОСТI ДЛЯ ВАГОВОГО ПРОСТОРУ ГАРДI
We prove the uniqueness theorem for the space of functions analytic in the right half plane and satisfying the condition
sup
|ϕ|<pi
2

+∞∫
0
|f(reiϕ)|pe−pσr| sinϕ|dr
 < +∞.
Доказана теорема единственности для пространства функций, аналитических в правой полуплоскости, которые
удовлетворяют условию
sup
|ϕ|<pi
2

+∞∫
0
|f(reiϕ)|pe−pσr| sinϕ|dr
 < +∞.
1. Вступ. Допомiжнi твердження. Нехай Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi у пiвплощинi
C+ = {z : Rez > 0}, тобто простiр функцiй G, аналiтичних у пiвплощинi C+, для яких
‖G‖pHp(C+) := sup

+∞∫
−∞
∣∣G(x+ iy)∣∣pdy : x ∈ (0; +∞)
 < +∞.
Функцiї G ∈ Hp(C+) мають [1 – 4] майже скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення G0(iy) =
= G(iy), G ∈ Lp(∂C+) i ‖G‖pHp(C+) =
∫ +∞
−∞
∣∣G(iy)∣∣pdy. Кожнiй функцiї G ∈ Hp(C+) вiдпо-
вiдає [5, 6] сингулярна гранична функцiя h , яка в точках неперервностi визначається рiвнiстю
h(t2)− h(t1) = lim
x→0+
t2∫
t1
ln
∣∣G(x+ iy)∣∣dy − t2∫
t1
ln
∣∣G(iy)∣∣dy, t1 < t2. (1)
Сингулярна гранична функцiя h є незростаючою, i її похiдна дорiвнює нулевi майже скрiзь
на R.
У статтi [7] розглянуто простiр Hpσ(C+), 0 ≤ σ < +∞, функцiй G, аналiтичних у C+, для
яких
∥∥G∥∥
Hpσ(C+)
:= sup

+∞∫
0
∣∣G(reiϕ)∣∣pe−σpr|sinϕ|dr : ϕ ∈ (−pi
2
;
pi
2
) < +∞.
Сингулярна гранична функцiя h функцiї G ∈ Hpσ(C+) також визначається рiвнiстю (1), вона
є незростаючою i її похiдна дорiвнює нулевi майже скрiзь. Окрiм цього, кожна функцiя G ∈
∈ Hpσ(C+) має майже скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення G0(iy) = G(iy) i G(iy)e−σ|y| ∈
∈ Lp(R). Функцiя G належить до Hpσ(C+) тодi i тiльки тодi, коли функцiї G+(z) = G(z)eiσz i
G−(z) = G(z)e−iσz задовольняють вiдповiдно умови
sup

+∞∫
0
∣∣G+(reiϕ)∣∣p dr : ϕ ∈ (0; ϕ
2
) < +∞
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i
sup

+∞∫
0
∣∣G−(reiϕ)∣∣p dr : ϕ ∈ (−ϕ
2
; 0
) < +∞.
При цьому [8] Hp0 (C+) = Hp(C+), норми ‖G‖Hp0 (C+) та ‖G‖Hp(C+) є еквiвалентними на
Hp(C+).
Вiдомим є наступне твердження з [1 – 4].
Теорема А. Якщо G ∈ Hp(C+), 1 ≤ p < +∞ i limx→+∞ |G(x)|1/x = 0, то G ≡ 0.
Метою статтi є пошук аналога теореми А для простору Hpσ(C+). Основними результатами
статтi є теореми 1 та 2. При цьому ми отримаємо наступне доповнення до теореми А.
Наслiдок. Якщо функцiя G ∈ Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, не має нулiв у C+ i
lim
x→+∞
|G(x)|1/x = 0,
то G ≡ 0.
Цей наслiдок можна також отримати з оцiнок, наведених у [9].
Через cj позначимо додатнi сталi. Нехай z = x+ iy = reiϕ,
Q1(t; z) =
(tz + i)2
(1 + t2)2(t+ iz)
i
K0(r) := 2
∑
1<|λk|≤r
(
1
|λk|2 −
1
r2
)
Reλk − 1
pi
∫
1≤|t|≤r
(
1
t2
− 1
r2
)
dh(t)−
− 1
pi
∫
1≤|t|≤r
(
1
t2
− 1
r2
)
log
∣∣G(it)∣∣dt.
Для подальшого нам знадобиться наступне факторизацiйне твердження, яке випливає з
результатiв [10] та формули Карлемана [7] (у потрiбнiй формi її наведено в [5, 11]).
Лема 1. Якщо G ∈ Hpσ(C+) i G 6≡ 0, то
G(z) = eia0+a1z exp
 1pii
+∞∫
−∞
Q1(t; z) (ln |G(it)|dt+ dh(t))
×
×
∏
|λn|≤1
z − λn
z + λn
∏
|λn|>1
Wn(z), (2)
де a0 ∈ R i a1 ∈ R — сталi, λn — нулi функцiї G i Wn(z) = 1− z/λn
1 + z/λn
exp
(
z
λn
+
z
λn
)
. При
цьому добутки i iнтеграли у (2) збiгаються рiвномiрно i абсолютно на кожному компактi з
C+, ln
∣∣G(it)∣∣ ∈ L1,loc(R) i
lim
x→+∞K0(r) < +∞.
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2. Основнi результати.
Теорема 1. Нехай 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, функцiя G ∈ Hpσ(C+) не має нулiв в C+ i
lim
x→+∞
(∣∣G(x)∣∣1/xx2σ/pi) = 0. (3)
Тодi G ≡ 0.
Доведення. Припустимо, що G 6≡ 0. Покажемо, що
lim
x→+∞
(
ln |G(x)|
x
+
2σ
pi
lnx
)
> −∞. (4)
Оскiльки
Re
Q1(t;x)
i
= x
1 + 2t2 − x2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
i
1
pi
+∞∫
−∞
|t|ReQ1(t;x)
i
dt =
x
pi
− 2x
pi
lnx, x > 0,
то згiдно з лемою 1
ln |G(x)|
x
+
2σ
pi
lnx− σ
pi
=
1
pi
+∞∫
−∞
1 + 2t2 − x2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
(
ln
(
e−σ|t||G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
=
= −Ξ1(x)− Ξ2(x) + Ξ3(x) + Ξ4(x),
де
Ξ1(x) =
1
pi
+∞∫
−∞
x2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
(
ln e−σ|t||G(it)|dt+ dh(t)
)
,
Ξ2(x) =
1
pi
+∞∫
−∞
1 + 2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
σ|t|dt,
Ξ3(x) =
1
pi
+∞∫
−∞
1 + 2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
ln+ (|G(it)|) dt,
Ξ4(x) =
1
pi
+∞∫
−∞
1 + 2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
(
− ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
.
Оскiльки
x2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
≤ 1, якщо x ∈ R i t ∈ R, то
ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2015, т. 67, № 3
ПРО ОДНУ ТЕОРЕМУ ЄДИНОСТI ДЛЯ ВАГОВОГО ПРОСТОРУ ГАРДI 329
Ξ1(x) ≤ 1
pi
+∞∫
−∞
x2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
ln
(
e−σ|t||G(it)|
)
dt ≤ 1
ppi
+∞∫
−∞
ln
(
e−pσ|t||G(it)|p
)
dt ≤
≤ 1
ppi
+∞∫
−∞
e−σp|t| |G(it)|p dt ≤ c1, x ∈ (0; +∞).
Окрiм цього, Ξ3(x) ≥ 0, якщо x ∈ (0; +∞), i
Ξ2(x) ≤ 1
pi
+∞∫
−∞
1 + 2t2
(t2 + 1)(1 + t2)2
σ|t|dt ≤ 2
pi
+∞∫
−∞
1
(1 + t2)2
σ|t|dt = c2 < +∞,
якщо x ∈ (1; +∞). Далi,
Ξ4(x) ≥ c3 + 1
pi
∫
|t|≥1
1 + 2t2
(t2 + x2)(1 + t2)2
(
− ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
≥
≥ c3 + 2
pi
∫
|t|≥1
1
(1 + t2)2
(
−ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
≥
≥ c4 + 2
pi
∫
|t|≥1
1
t4
(
− ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
,
якщо x ∈ (1; +∞). До того ж, згiдно з лемою 1,
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)(
ln+
(
1
|G(it)|
)
dt− dh(t)
)
≤ c5 +
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)
ln+ |G(it)| dt
i
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)
ln+ |G(it)| dt ≤
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)(
ln+ |G(it)| e−σ|t|dt
)
+
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)
σ |t| dt ≤
≤ 1
p
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)(
ln+
(
|G(it)| e−σ|t|
)p
dt
)
+ c6 + σ ln r ≤
≤ 1
p
r∫
1
(
1
t2
− 1
r2
)
|G(it)|p e−pσ|t|dt+ c6 + σ ln r ≤
≤ 1
p
r∫
1
|G(it)|p e−pσ|t|dt+ c6 + σ ln r ≤ c7 + σ ln r, r ∈ (1; +∞).
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Далi,
1
t2
≤ 4
3
(
1
t2
− 1
4r2
)
, якщо |t| ≤ |r|. Тому
r∫
1
1
t2
(
ln+
(
1
|G(it)|
)
dt− dh(t)
)
≤
r∫
1
4
3
(
1
t2
− 1
(2r)2
)(
ln+
(
1
|G(it)|
)
dt− dh(t)
)
≤
≤
2r∫
1
4
3
(
1
t2
− 1
(2r)2
)(
ln+
(
1
|G(it)|
)
dt− dh(t)
)
≤ c7 + σ ln r.
Аналогiчно,
−1∫
−r
1
t2
(
ln+
(
1
|G(it)|
)
dt− dh(t)
)
≤ c7 + σ ln r, r ∈ [1; +∞).
Отже, ∫
1≤|t|≤r
1
t2
(
ln+
(
1
|G(it)|
)
dt− dh(t)
)
≤ c7 + σ ln r, r ∈ [1; +∞).
Тому
+∞∫
1
1
t4
(
− ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
=
1
t2
t∫
1
1
τ2
(
− ln+
(
1
|G(iτ)|dτ
)
+ dh(τ)
)∣∣∣∣∣∣
+∞
1
−
−2
+∞∫
1
1
t3
 t∫
1
1
τ2
(
− ln+
(
1
|G(iτ)|
)
dτ + dh(τ)
) ≥ −c8.
Аналогiчно,
−1∫
−∞
1
t4
(
− ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
≥ −c8.
Таким чином, ∫
|t|≥1
1
t4
(
− ln+
(
1
|G(it)|
)
dt+ dh(t)
)
≥ −c9.
Тому Ξ4(x) ≥ −c9, якщо x ∈ [1; +∞). Отже, виконується (4), що суперечить умовi (3).
Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Якщо G ∈ Hpσ(C+) i
lim
x→+∞
(∣∣G(x)∣∣1/xx2σ/pi) = 0, (5)
то G ≡ 0.
Для доведення теореми 2 нам буде потрiбне наступне твердження з [12].
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Лема 2. Нехай G — функцiя, голоморфна в кутi Λ(pi/2) = {z : 0 < arg < pi/2}, i для
деякого p ∈ (0; +∞) виконуються такi умови:
a) iснує гранична функцiя G˜ : ∂Λ(pi/2) → C така, що G˜ ∈ Lp(∂Λ(pi/2)), i для кожного
промiжку (δ;R), 0 < δ < R < +∞, G˜(reipi/2) = lim(p)ϕ→pi/2−G(reiϕ) i G˜(r) = lim
(p)
ϕ→0+G(re
iϕ);
б) sup
{∫ +∞
0
∣∣G(reiϕ)∣∣p e−εr2dt : ϕ ∈ (0;pi/2)} = Af (ε) < +∞ для кожного ε > 0.
Тодi sup
{∫ +∞
0
∣∣G(reiϕ)∣∣p dt : ϕ ∈ (0;pi/2)} ≤ max{∫ +∞
0
∣∣G(reiϕ)∣∣p dt : ϕ ∈ {0;pi/2}}.
Доведення теореми 2. Справдi, з умов теореми 2 випливає, що
∫ +∞
0
∣∣∣∣G(x)e2σpi x lnxeBx∣∣∣∣p dx <
< +∞ для кожного B ∈ (0; +∞). Нехай ln z — гiлка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0 i
FB(z) = G(z)e
2σ
pi z ln zeBz. Тодi
+∞∫
0
∣∣FB(reiϕ)∣∣p e−εr2dr = +∞∫
0
∣∣G(reiϕ)∣∣p e2pσpi (r cosϕ ln r−rϕ sinϕ)eBpr cosϕe−εr2dr.
Тому sup
{∫ +∞
0
∣∣FB(reiϕ)∣∣p e−εr2dr : ϕ ∈ (−pi/2;pi/2)}< +∞ для кожного ε > 0. Iснує [13]
гранична функцiя G0 : ∂Λ(pi/2) → C така, що G0(z)eiσz ∈ Lp(∂Λ(pi/2)) i для кожного про-
мiжку (δ;R), 0 < δ < R < +∞, G(reipi/2)e−σr = lim(p)ϕ→pi/2−G(reiϕ)eσre
iϕ
i G(r)eiσr =
= lim
(p)
ϕ→0+G(re
iϕ)eiσre
iϕ
. Водночас
FB(re
ipi/2)− FB(reiϕ) = G(reipi/2)e
2σ
pi (ir)(ln r+ipi/2)eBir−
−G(reiϕ)e2σpi (r cosϕ+ir sinϕ)(ln r+iϕ)eB(r cosϕ+ir sinϕ) =
= G(reipi/2)e−σre
2σ
pi ir ln reBir −G(reiϕ)e2σpi (r cosϕ+ir sinϕ)(ln r+iϕ)eB(r cosϕ+ir sinϕ) =
=
(
G(reipi/2)e−σr −G(reiϕ)eiσreiϕ
)
e
2σ
pi ir ln reBir +G(reiϕ)eiσre
iϕ
e
2σ
pi ir ln reBir−
−G(reiϕ)e2σpi (r cosϕ+ir sinϕ)(ln r+iϕ)eB(r cosϕ+ir sinϕ).
Тому FB(reipi/2) − FB(reiϕ) = lim(p)ϕ→pi/2− FB(reiϕ) i FB(r) = lim
(p)
ϕ→0+ FB(re
iϕ) для кожного
промiжку (δ;R), 0 < δ < R < +∞. Отже, за лемою 2
sup

+∞∫
0
∣∣FB(reiϕ)∣∣p dr : ϕ ∈ (0;pi/2)
 ≤ max

+∞∫
0
∣∣FB(reiϕ)∣∣p dr : ϕ ∈ {0;pi/2}
 =
= max

+∞∫
0
∣∣∣G(reipi/2)e−σr∣∣∣p dr; +∞∫
0
∣∣∣∣G(x)e2σpi x lnxeBx∣∣∣∣p dx
 < +∞.
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Аналогiчнi мiркування застосовнi i до кута Λ(−pi/2) = {z : − pi/2 < arg < 0}. Тому
sup

+∞∫
0
∣∣FB(reiϕ)∣∣p dr : ϕ ∈ (−pi/2; 0)
 =
= max

+∞∫
0
∣∣∣G(re−ipi/2)e−σr∣∣∣p dr; +∞∫
0
∣∣∣∣G(x)e2σpi x lnxeBx∣∣∣∣p dx
 < +∞.
Отже [14], FB ∈ Hp(C+) i ‖FB‖p =
∫ +∞
−∞
|FB(iy)|pdy =
∫ +∞
−∞
∣∣∣G(iy)e−σ|y|∣∣∣p dy ≤ ‖G‖Hpσ(C+) .
Тому [ 1 – 4] |FB(z)| ≤ ‖G‖Hpσ(C+) /x1/p, якщо z = x+ iy = reiϕ ∈ C+. Таким чином,
∣∣G(x)∣∣ ≤
≤ ‖G‖Hpσ(C+)e−
2σ
pi x lnxe−Bx/x1/p для кожного x > 0. Спрямувавши B до +∞, отримаємо
G ≡ 0.
Теорему 2 доведено.
Зауваження. Функцiя G(z) = (1 + z)−2/p exp
(
−2σ
pi
z ln z
)
належить до Hpσ(C+) i вказує
на точнiсть теорем 1 та 2 в тому сенсi, що замiнити сталу σ на меншу в рiвностях (3) i (5) не
можна. Iншi приклади дає теорема з [15].
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